Harmonogramowanie zadań w przypadku wielu stanowisk o jednakowych możliwościach

Założenie, że każde zadanie przechodzi kolejno przez różne wyspecjalizowane zespoły, czy też różne stanowiska jest często spotykane w praktyce. Istnieją natomiast sytuacje, gdy zespoły lub stanowiska są na tyle uniwersalne, że mogą wykonywać każde z zadań. Ograniczeniem w takim przypadku jest tylko kolejność wykonywania zadań. Kolejność wykonywania zadań jest przedstawiana przeważnie w postaci sieci działań.

Przykłady ilustrujące takie sytuacje:

a) przydział zadań obliczeniowych w systemie wieloprocesorowym zbudowanym z wielu jednakowych procesorów. Każdy z procesorów może wykonywać każde z zadań obliczeniowych przy spełnieniu dwóch warunków:

a. dany procesor nie wykonuje w tym czasie innego zadania obliczeniowego 

b. zaistniały warunki aby dane zadanie mogło być wykonane, tzn. są juz przygotowane wszystkie niezbędne dane do przeprowadzenia obliczeń

b) proces montażu prowadzony na kilku stanowiskach, przy czym są to stanowiska uniwersalne, mogące wykonać każde zadanie montażowe. Sytuacja taka ma miejsce wówczas, gdy w fazie projektowania systemu nie są znane precyzyjnie wszystkie zadania, które będą wykonywane.

Inny przykład to produkcja w krótkich seriach wielu asortymentów. Opłacalnym jest wówczas prowadzenie montażu na uniwersalnych stanowiskach wyposażonych w komplet wszystkich urządzeń pomocniczych.

Zależności czasowe występujące w tego typu przypadkach moga być następujące












Diagramy czasowe dla tego typu przypadku, gdy montaż jest prowadzony na trzech stanowiskach ilustruje następujący rysunek







Praca równoległa trzech robotów na jednym stanowisku

Szeregując zadania należy zwrócić uwagę, które z zadań są zadaniami podzielnymi, a które niepodzielnymi.

Zadanie niepodzielne – jest to takie zadanie, które raz rozpoczęte musi być na danym stanowisku całkowicie zakończone.

Zadanie podzielne – to zadanie, to zadanie, które może być rozpoczęte na jednym stanowisku a zakończone na innym – przykład łączenie elementów kilkoma wkrętami

Wpływ podzielności lub niepodzielności zadań na łączny czas realizacji przedsięwzięcia


Realizacja przedsięwzięcia na dwóch stanowiskach:

a) gdy zadanie (3 jest zadaniem podzielnym







b) gdy zadanie (3 jest zadaniem niepodzielnym




W przypadku, gdy wszystkie zadania są niepodzielne występują przerwy w pracy stanowisk montażowych.

Jeżeli na uszeregowanie zbioru zadań zostanie narzucone dodatkowe ograniczenie, że żadne stanowisko nie jest wolne jeśli istnieje jakieś zadanie do realizacji, to otrzymuje się tzw. uszeregowanie listowe.

Uszeregowanie listowe dla rozpatrywanej sieci przedstawia rysunek


Łączny czas przedsięwzięcia jest dłuższy mimo iż pozornie zostaje zlikwidowana pierwsza przerwa

Wniosek

nałożenie dodatkowych ograniczeń prowadzi przeważnie (ale nie zawsze) do gorszych rozwiązań. Wynika to z faktu, że programowanie dyskretne zajmuje się metodami optymalizacyjnymi pozwalającymi znaleźć optymalne rozwiązanie dla danego zbioru danych. Jeżeli na obszar, w którym poszukujemy rozwiązania zostaną nałożone ograniczenia, czyli wybierzemy pewien podzbiór tego zbioru, to może się zdarzyć, że otrzymane rozwiązanie będzie gorsze od innego – ze znacznie szerszego zbioru.

oto inny przykład jak podzielność lub niepodzielność zadań może wpływać na wynik rozwiązania. Jest to tzw. problem plecakowy. Nazwa pochodzi od pewnego problemu życiowego polegającego na tym jak zapakować pewien zbiór przedmiotów do kilku plecaków, tak, aby plecaki były możliwie jednakowo wypchane.

Problem należy przeanalizować dla dwóch przypadków:

- gdy przedmioty (zadania) są niepodzielne

- gdy przedmioty (zadania) są podzielne

Dodatkowym założeniem jest brak ograniczeń kolejnościowych.

Rozpatrzmy sytuację najbardziej prostą:

mamy dwie jednakowe maszyny i sześć problemów o następujących czasach trwania operacji 

t1=7, t2=8, t3=10, t4=4, t5=2, t6=3. Zadania są podzielne. Dodatkowym założeniem które musi być spełnione jest to, że:
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czyli, że największy z możliwych czasów jest mniejszy od połowy sumy tych czasów

Założenie jest w tym przypadku spełnione, gdyż 
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Jedno z możliwych rozwiązań tego problemu wygląda następująco


Zadanie trzecie zostało podzielone.

Wystarczy w tym przypadku podzielić tylko jedno zadanie – iest to twierdzenie ogólne o dowodzie intuicyjnym.

Rozwiązanie problemu w przypadku zadań niepodzielnych.

Należy wprowadzić wskaźnik jakości podziału zadań  typu:
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gdzie ai są to te czasy ti, które wchodzą do wybranego przez nas podzbioru zadań.

Wskaźnik ten należy minimalizować. Ponieważ jest to bardzo prosty wskaźnik można go minimalizować metodą przeglądania zupełnego. Jedno z możliwych optymalnych uszeregowań jest w tym przypadku następujące.


Rozwiązań może być kilka.

Przykład w którym wskaźnik jakości nie jest równy zero.

t1=7, t2=7, t3=11, t4=5, t5=2, t6=2             
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Minimalna wartość wskaźnika wynosi 1 (wartość bezwzględna z 1, -1).

Przykładowe uszeregowanie.


Wystarczyłoby, by jedno zadanie było podzielne I wskaźnik miałby wartość 0.

Problem plecakowy można uogólnić na wiele maszyn. Wówczas wskaźnik jakości uszeregowania ma następującą postać sumy
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m
- liczba maszyn

aj(k) 
- jest j-tym elementem wybranego k-tego podzbioru

Rozdział zadań w przypadku maszyn o takich samych możliwościach, lecz różnych szybkościach pracy.

Sytuacja taka może wystąpić wówczas, gdy w wyniku zmiany profilu produkcji, do istniejącego zestawu maszyn montujących dokupione zostają maszyny znacznie nowsze,  przeważnie szybsze. Trudno jest skompletować linię produkcyjną składającą się z maszyn tego samego typu. Czasami celowo w nowych inwestycjach zakłada się, że poszczególne stanowiska będą zróżnicowane pod względem szybkości działania. Operacje leżące na ścieżce krytycznej decydują o najkrótszym czasie wykonania całego przedsięwzięcia. Cennym zatem może być wykonywanie tych operacji na maszynach szybszych. 

W układach wieloprocesorowych może wystąpić podobna sytuacja. System może być zbudowany z wielu procesorów, o zróżnicowanych możliwościach. Zróżnicowanie to może wynikać z aktualnego stanu techniki i chłonności rynku. 

Często celowo różnicuje się architekturę systemu wieloprocesorowego tworząc system ekonomiczny i jednocześnie o dużych możliwościach przetwarzania.

W jakich jednostkach mierzyć szybkość pracy danego układu? Zacznijmy od szybkości pracy procesorów. Przyjęło się, że szybkość pracy procesorów mierzy się podając częstotliwość pracy kwarcu zegara. Jest to jednak wyjątkowo nieprecyzyjne. To jakby porównywać maksymalne prędkości dwóch samochodów poprzez określenie maksymalnych prędkości obrotowych ich silników. Pewien związek istnieje, lecz szybkość pojazdu zależy od wielu czynników, np. średnicy kół przełożenia skrzyni biegów, współczynnika oporu powietrza, mocy silnika itp..

Podobnie w przypadku porównywania procesorów. Dlatego bardziej stosownym jest podawanie szybkości w tzw. MFLopsach (milionach operacji zmiennoprzecinkowych na sekundę). Istnieją również jednostki dotyczące procesorów bez hardwareowych operacji zmiennoprzecinkowych. Dla nich jednostką są Mopsy (miliony operacji logicznych na sekundę).

Przy pomocy tych jednostek można porównywać procesory o różnych architekturach, np. Intela i Motoroli, czy np. procesory DSP firm takich jak Texas Instruments i Analog Devices. 

W przypadku stanowisk montażowych miarą szybkości jest ilość takich samych operacji jaką można wykonać na danym stanowisku, np. 30 operacji łączenia na minutę.

Oznaczenia:


- przez P oznaczać będziemy uporządkowany zbiór m robotów o szybkościach bi​
P={b1, b2, … , bm}



przy czym 

b1 ≥ b2 ≥ …. ≥ bm

- przez 

T={(1, (2, … ,(n}



oznaczać będziemy uporządkowany zbiór n zadań o zapotrzebowaniach na obsługę (i przy czym

(1 ≥ (2 ≥,…,≥(n
Przykład
Mamy dwa roboty o szybkościach 2 i 1 czyli P={2,1}i dwa zadania o zapotrzebowaniach na obsługę równych 8 i 7 jednostek T={8,7}

Jak przydzielić te zadania dwóm procesorom


Wprowadźmy następujące określenia:


- łączna moc robocza systemu
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- łączne zapotrzebowanie na pracę
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Jeżeli ze zbiorów P i T wybierzemy pewne podzbiory, to można mówić o:


- łącznej mocy obliczeniowej danego podzbioru procesorów
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- łącznemu zapotrzebowaniu na obliczenia zadań z danego podzbioru
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Dla naszego przykładu


- moc obliczeniowa

B2=2+1=3


- łączne zapotrzebowanie

X2=8+7=15

zatem przy tej mocy obliczeniowej zadania powinny być wykonywane w czasie 
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(na procesorze zastępczym o szybkości 3)

By znaleźć lepszy rozdział zadań załóżmy, że podzielne zadania przydzielamy kolejno procesorom jak na rysunku






Obliczmy jaki powinien być stosunek czasów t11 i t12
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Są to trzy równania określające sytuacje w systemie. Możemy zauważyć, że mamy trzy równania i dwie niewiadome. Układ rozwiązujemy wybierając dwa z trzech równań. trzecie posłuży do sprawdzenia.
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Sprawdzenie
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Czy zamiana zadań i procesorów jest zawsze najlepszym rozwiązaniem? Nie zawsze, bo np. dal podobnej sytuacji

T={8,4} P={2,1}

rozwiązaniem optymalnym jest 



a dla sytuacji 

T={12,4} i P={2,1}




Sytuację powyższą obejmuje następujący związek (( - czas zakończenia zadań)
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w ostatnim przypadku 
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Zastosowanie programowania liniowego do rozwiązywania problemu podziału zadań w przypadku maszyn o rożnych wydajnościach.

Zastosowanie programowania liniowego do rozwiązywania tego typu  zadań zostanie omówione na przykładzie.

Przykład

Cztery zadania, bez relacji kolejnościowych, mają następujące zapotrzebowania czasowe.

T={41, 25, 13, 11}

Rozdzielić te zadania miedzy trzy stanowiska o szybkościach 

P={6, 2, 1}

Niech tij oznacza czas wykonywania i-tego zadania na j-tym procesorze. Niewiadomymi w tym zadaniu są elementy następującego zbioru (cztery zadania, trzy procesory) 

{t11, t12, t13, t21, t22, t23, t31, t32, t33, t41, t42, t43}

Powinny być spełnione następujące cztery równania
b1t11+b2t12+b3t13=(1

b1t21+b2t22+b3t23=(2
b1t31+b2t32+b3t33=(3
b1t41+b2t42+b3t43=(4

Łączne zapotrzebowanie czasu wynosi

Xn=X4=(1+(2+(3+(4=41+25+13+11=90 
Łączna moc obliczeniowa

Bm=B3=b1+b2+b3=6+2+1=9

Zatem przy optymalnym rozdziale zadań powinny one być wykonane po 
(=Xn/Bm=90/9=10 jednostkach czasu

Aby sformułować zadanie programowania liniowego wprowadźmy wskaźnik będący sumą wartości bezwzględnych różnic między zapotrzebowaniem a przydzieloną ilością czasu dla poszczególnych zadań
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Wskaźnik ten powinien być minimalizowany. Jakie są ograniczenia na zmienne  tij – są to ograniczenia nierównościowe.
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W zadaniu tym zarówno wskaźnik jak i ograniczenia są liniowymi funkcjami nieznanych zmiennych tij. Jest to zatem zadanie programowania liniowego. Jedną z metod rozwiązania takiego zadania jest metoda simplex. Metoda ta polega na wprowadzeniu dodatkowych zmiennych w ten sposób, że ograniczenia nierównościowe zostają zamienione na ograniczenia równościowe, np. 
t11+t12+t13+x1=(
Następnie wybiera się zbiór wektorów bazowych, sprawdza się, czy pewien pomocniczy wektor ma składowe dodatnie – jeżeli ma to kończy się obliczenia, a jeżeli pewne składowe są ujemne to wymienia się jedną zmienną w zbiorze bazowym i szuka dalej.

Zastosowanie metody simplex do tego zadania dało następujące rozwiązanie.


t11=6, 
t12=2, 
t13=1,


t21=2, 
t22=6, 
t23=1,


t31=1, 
t32=1, 
t33=5,


t41=1, 
t42=1, 
t43=3,

Sprawdźmy dla tych danych poszczególne składniki wskaźnika i spełnienie ograniczeń nierównosciowych.

6*6+2*2+1*1=36+4+1=41=(1
6*2+2*6+1*1=12+12+1=25=(2
6*1+2*1+1*5=6+2+5=13=(3
6*1+2*1+1*3=6+2+3=11=(4
Ograniczenia

6+2+1=9<10

2+6+1=9<10

1+1+5=7<10

1+1+3=5<10

Znamy globalne czasy tij a jeszcze nie znamy kolejności przydziału zadań poszczególnym procesorom. Aby to uczynić zastosujmy metodę wyznaczania poziomów poszczególnych zadań.
Poziomy zadań dla chwili zerowej.


Zgodnie z metodą etykietowania zaczynamy od zadania na najwyższym poziomie – przydzielamy to zadanie procesorowi najszybszemu.

Po jednej jednostce pracy tych procesorów mamy następujące poziomy zadań.

(z1)
41-6=35

(z2)
25-2=23


(z3)
13-1=12


(z4)
11-0=11

Po dwóch jednostkach


(z1)
35-6=29


(z2)
23-2=21


(z3)
12-1=11


(z4)
11-0=11

Od tej chwili zadania trzy i cztery muszą być traktowane jednakowo











Po kolejnych dwóch jednostkach 


(z1)
29-2*6=17 


(z2)
21-2*2=17


(z3)
11-1/2*2=10


(z4)
11-1/2*2=10

Nastąpiło zrównanie poziomów (od tej chwili zadania te należy traktować jednakowo)







Sytuacja z poziomami po czterech jednostkach

Teraz zrównały się poziomy zadań 1 i 2 ale jednocześnie ich poziom jest wyższy niż zadań 3 i 4, zatem muszą być traktowane jednakowo i przydzielone szybszym procesorom. Sytuację taką przedstawia diagram czasowy.







Zatem po sześciu jednostkach mamy 


(z1)
17-6-2=9 


(z2)
21-2-6=9


(z3)
10-1=9


(z4)
10-1=9

Wszystkie zadania są na jednakowym poziomie i muszą być tak samo traktowane.


Zapotrzebowanie na obliczenia wynosi teraz 
Xn=4*9=36

a moc obliczeniowa 

Bm=6+2+1=9

Zatem przez (=36/9=4 jednostki zadania musza być jednakowo traktowane, co można uzyskać przydzielając następująco zadania





Przydział zadań w przypadku ograniczeń kolejnościowych i procesorów o różnych prędkościach
Wprowadzenie ograniczeń kolejnościowych może znacznie pogorszyć pracę całego systemu.

Przykład

Rozdział podzielnych zadań z następującymi ograniczeniami kolejnościowymi przedstawia sieć:









Załóżmy, że zadania te będą realizowane na 9-ciu procesorach o następujących szybkościach b1=4, b2=b3=…=b9=1. Mamy zatem następującą sytuację wyjściową.














Mamy na najwyższym poziomie 9 zadań o zapotrzebowaniu 
X9=(1+(2+…+(9=9*7=63 jednostki

Moc obliczeniowa 

B9=4+8*1=12

Zatem zadania te będą wykonane po 
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Po czasie 5,25 jest następująca sytuacja – są trzy zadania (10,11,12) a 9 procesorów – z czego 3 tylko mogą pracować ( dla sześciu brak jest zadań)

X3’= (10+(10+(10=30+30+30=90

B4’=4+1+1=6
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W ostatniej fazie przez 0.5 jednostki pracuje tylko pierwszy procesor
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